
III Développements mixtes

Simplicité de SOp3q [4]

III.A Simplicité de SOp3q

Lemme 24:

Tout élément de SOp3q est Op3q-semblable à une matrice de la forme :
¨

˝

1 0 0
0 cos θ ´ sin θ
0 sin θ cos θ

˛

‚

Démonstration. Soit g P SOp3q. Alors comme g préserve la norme, si g admet une valeur propre réelle
alors c’est ˘1. En effet }gpxq} “ }x} en particulier pour x un vecteur propre associé à une valeur propre
réelle.

De plus comme degpχgq “ 3, l’endomorphisme g a nécessairement une valeur propre réelle.

Si λ est une valeur propre complexe de g, alors comme χg P RrXs, nécessairement λ est aussi valeur
propre de g et les valeurs propre de g sont alors : 1, λ, λ avec λ P U car alors detpgq “ ˘λλ “ ˘|λ|2.

Au total, on a donc :
spCpgq P tp1, 1, 1q, p1,´1,´1q, p1, λ, λq { λ P Uu.

Dans tous les cas on a donc 1 est valeur propre de g. Soit alors u un vecteur propre associé. Soi F “

pRuqK “ Vectpv, wq. Alors F est stable par g, en effet soit z P F , alors

xu, gpzqy “ x tgpuq, zy “ xg´1puq, zy “ xu, zy “ 0

Donc g induit un endomorphisme sur F . De plus, cet endomorphisme est de déterminant 1 et conserve la
norme. C’est donc un élément de SOp2q, c’est-à-dire une rotation du plan F . Donc sa matrice dans une

certaine base de F est
ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

. Ceci conclut la preuve du lemme. ■

Théorème 25:

Le groupe SOp3q est simple.

Démonstration. Soit H ◁SOp3q un sous-groupe distingué non trivial de SOp3q. Montrons qu’il s’agit du
groupe en entier.

SOp3q est connexe par arcs. En effet, si g P SOp3q, alors on dispose de P P Op3q tel que g “ PRθP
´1

où Rθ est définie comme dans le lemme précédent. Alors l’application :

γ :
r0, 1s Ñ SOp3q

t ÞÑ PRtθP
´1

est une application continue reliant I3 et g. Ceci prouve la connexité par arcs de SOp3q.

Soit h P H un élément non trivial. On considère l’application

φ :
SOp3q Ñ R
g ÞÑ Trprg, hsq
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L’intervalle φpSOp3qq L’application φ est continue comme composée d’application continue, donc
φpSOp3qq est connexe comme image continue d’un connexe. C’est donc un connexe de R, donc convexe
et donc c’est un intervalle.

D’une part φpI3q “ 3.
D’autre part @g P SOp3q φpgq “ 1 ` 2 cosα pour αangle de g (cf lemme). Donc @g P SOp3q φpgq ď 3.

Comme de plus SOp3q est compacte, φpSOp3qq est compacte comme image continue d’un compact.
Donc φpSOp3qq “ ra, 3s avec a ď 3.

Le centre de SOp3q est trivial. Soit h0 P ZpSOp3qq. Soit D une droite de R3 et soit g P SOp3q une
rotation d’axe D. Alors D est une droite propre de g associée à la valeur propre 1.
Comme h0 ˝ g “ g ˝ h0, on a h0 stabilise D. Par suite h0 stabilise toutes les droites de l’espace. Donc
spph0q P tp1, 1, 1q, p1,´1,´1qu. Supposons que spph0q “ p1,´1,´1q et soient alors u un vecteur propre
pour la valeur propre 1 et v un vecteur propre pour la valeur propre ´1. Alors h0pu` vq “ u´ v. Comme
u et v ne sont pas colinéaires, h0 ne stabilise pas la droite u` v. C’est absurde.
Donc ZpSOp3qq “ tI3u.

La borne a ă 3.

a “ 3 ùñ @g P SOp3q φpgq “ Trpghg´1h´1q “ 3

ùñ @g P SOp3q 1 ` 2 cos θ “ 3

ùñ @g P SOp3q θ “ 2πZ
ùñ @g P SOp3q ghg´1h´1 “ I3

ùñ @g P SOp3q gh “ hg

ùñ h P ZpSOp3qq “ tI3u

C’est absurde. Donc a ă 3.

Construction d’un retournement. On considère θ { 1 ` 2 cos θ “ a. On peut supposer θ P r0, πs.
De plus l’application cos est décroissante sur r0, πs, donc :

@n P N { 0 ă
π

n
ă θ on a : 3 ą 1 ` 2 cos

´π

n

¯

ą a.

Soit gn P SOp3q tel que φpgnq “ 1 ` 2 cos
`

π
n

˘

. On définit alors hn “ rgn, hs. C’est donc une rotation
d’angle π{n suivant un certain axe. Il s’en suit que hnn est une rotation d’angle nˆ π{n “ π, c’est-à-dire
un retournement.

Comme H est distingué et h P H, on a hn “
`

gnhg
´1
n

˘

h´1 P H et donc H contient un retourne-
ment.

Les retournements sont conjugués et engendrent SOp3q. Soit h P H un retournement et soit
D son axe. Soit k P SOp3q un retournement et soit ∆ son axe. On considère g une rotation telle que
gpDq “ ∆. Alors ghg´1 P H ◁ SOp3q et c’est une rotation d’angle π et d’axe gpDq “ ∆ (principe de
conjugaison), c’est-à-dire que ghg´1 est un retournement d’axe ∆. Donc ghg´1 “ k.
Il s’en suit que H contient tous les retournements. Or SOp3q est engendré par les retournements. Donc
H “ SOp3q. ■
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